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基于互补理论的扩展有限元接触问题实现 
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摘  要：在处理含有裂隙这类不连续问题时，常规有限元方法需要对裂隙尖端部位进行局部网格加密，当裂隙扩展时还需要

进行网络重构。基于单位分解思想的扩展有限元成功解决了常规有限元难以处理的裂隙类不连续问题。在研究复合裂隙时，

通常需要考虑裂隙的接触问题。基于互补理论，建立了裂隙面上相对位移和接触力的互补方程，并采用牛顿法求解，无需开

闭迭代，且能够快速收敛。最后，对含裂隙平板进行受压数值试验，计算结果表明，基于互补理论的扩展有限元接触算法能

够有效地阻止裂隙两端网格的相互嵌入，且获得裂隙面上的应力分布与实际一致。 
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Implementation of XFEM’s contact problem based on complementary law 
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Abstract: When dealing with discontinuous issues such as fracture and crack in geo-engineering, conventional finite element method 
(CFEM) need to refine mesh in the local zone including crack tip; furthermore, the mesh must be reconfigured and re-partitioned 
once the crack propagation happened. The extended finite element method (XFEM), based on the idea of partition of unit method, can 
successfully solve these problems easily, which may hardly be deposed by CFEM. Usually, contact problem of crack surface must be 
considered when studying some compound fracture. Based on the complementary theory, the complementary equation between 
relative displacement and contact force of the crack surface can be established, and solved by Newton's method without considering 
opening and closing iteration. Finally, as a numerical example, a plate with crack is compressed to indicate the effectiveness of this 
method. The results indicate that the method can prevent mesh penetration from one side of the crack into the other side effectively; 
and also obtain the stress distribution that is consistent with the actual on the crack surfaces. 
Key words: extended finite element method (XFEM); complementary theory; contact problem 
 

1  引  言 

工程岩体的破坏往往是节理裂隙的扩展和贯

通。目前，有限元已是岩土工程和结构工程中广为

应用的有力分析工具[1]，但有限元在处理裂隙的扩

展问题上存在许多困难，如裂隙尖端部位的应力集

中问题，常规有限元的处理是在尖端处加密网格，

此外，一旦裂隙扩展即裂隙的形状发生改变，有限

元网格则必须重构[2－4]，这就极大地增加了计算量，

给常规有限元处理裂隙以及其扩展问题造成了瓶

颈。 
为了弥补常规有限元处理裂隙问题的不足，

Belytschko[2]于 1999 年提出了一种在常规有限元框

架内求解不连续问题的扩展有限元方法（extended 
finite element method，简称 XFEM）。在短短的十年

间已经获得广泛的应用。XFEM 是基于单位分解思

想[3, 5]，在常规有限元单元的位移模式中引入跳跃函

数和裂隙尖端位移场函数来反映裂隙的存在，使得

裂隙独立于有限元网格，从而克服了常规有限元在

裂隙尖端处的高密度网格划分和裂隙扩展以后网格

需要重新划分的不足。扩展有限元建立在有限元框

架下，仍然保留着有限元的各种优点。文献[2－3]
和[1, 6]分别对有限元中的单元积分方案、应力强度

因子求解进行研究与改进，使扩展有限元方法愈来
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愈趋于成熟。文献[7]采用通用有限元程序 ABAQUS
提供的用户自定义单元（UEL）接口成功将扩展有

限元嵌入到 ABAQUS 中，取得了很好的效果。此

后，新版本的 ABAQUS（6.9.1 版）已经支持了扩

展有限元，使扩展有限元的应用得到了进一步普及。 
工程岩体中的裂隙与断层绝大多数处于压剪应

力环境中，因此，在利用扩展有限元处理裂隙扩展

问题时必须考虑裂隙接触。文献[8]将裂隙分解成多

个线段，取每个线段的二阶高斯点，通过计算高斯

点的相对位移，并采用大时间增量法 Latin 求解接

触问题。文献[7]利用叠加单元法求解扩展有限元接

触问题。然而，上述方法往往需要引用一些人工参

量，如法向刚度等，使得结果只能近似满足[9]，且

需要开闭迭代。 
本文基于互补理论，构建裂隙面上位移与接触

力的互补方程，采用牛顿法求解方程，编制了相应

的计算机程序，并利用 3 个数值算例验证本方法的

有效性。 

2  扩展有限元方法 

2.1  扩展有限元基本原理 
根据单元分解思想，任意函数向量 ( )u x 如位移

都可以用域内一组局部函数表示为 

 ( ) ( )I II Nu x x u         （1） 

式中：x 为空间点坐标； ( )IN x 为有限元节点形函

数； Iu 为 I 节点的自由度。 
正是由于此，可以对有限元形函数根据需要进

行改进，即 

  ( ) ( ) ( )h l
I l II lN  u x x x u      （2） 

式中： ( )l x 为改进函数； l
Iu 则为相的改进自由度。

如果 1( ) 1 x ，且 1( )l  x 0，那么，式（1）和式

（2）等效，说明常规有限元空间是改进空间的子空

间。 
如上所述，扩展有限元的关键是在常规有限元

的位移模式中引用了特殊函数，该特殊函数即是： 
（1）用于裂隙贯穿单元的跳跃（Heaviside）函

数为 

*

*

1 ,    ( ) 0
( )

1 , ( ) 0
H

    
   

x x n
x

x x n
     （3）

 
式中：x*为裂隙上距离 x 点最近的点；n为规定的

裂隙单位正法向向量。 
（2）用于裂隙尖端单元的尖端位移场函数向

量。由于裂隙未贯穿尖端单元，跳跃函数不能反映

裂隙尖端单元的变形特性，因此，引入裂隙尖端函

数向量为 

   

( , ) sin cos
2 2

     sin sin cos sin
2 2

r r r

r r

 


 
 

         
   

   
   

    

F
（4） 

式中： ( ,  )r  为裂隙尖端局部极坐标。 
引入上述两个特殊函数后，扩展有限元的位移

模式可写为 

( ) ( ) ( ) ( )h
I I I I

I K
I K I K

N H
 


 

      
  

  u x x u x b c F x  （5） 

式中： Iu 对应节点连续位移部分； Ib 与 Ic 分别为

分割单元和尖端单元节点的增加自由度，对于分割

单元节点每个方向增加 1 个自由度，而对于裂尖单

元每个方向则增加 4 个自由度，因此 Ic 为一 4d  矩

阵，d 为问题的维数；K 为裂隙切割单元的节点，

如图 1 中方形节点，其中 1 单元即为裂隙切割单元；

K为裂隙尖端所在单元的节点，如图 1 中圆形节

点，其中 3 单元即为裂隙尖端单元；对于部分节点

既是常规单元节点也是加强单元的强点，应按照

K、K 和常规节点的顺序优先归类，如图 1 所示

的 2、4、5 和 6 单元的部分节点。 

 

 
图 1  裂隙经过单元的改进 

Fig.1  The improvement of the elements 
 traversed by crack 

 
式（5）得到的 Iu 并非节点的真实位移，因此，

按照文献[7]采用的转基法对式（5）所示的扩展有

限元位移模式进行改进，即 

   

( ) ( )

( ) ( )

h
I

I K

I I I I I

I K I K

N

H H
 



 

 

 
      
  



 

u x x

u x b c F x F

  

（6） 
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式中： IH 和 IF 分别为节点 I 的跳跃函数与尖端函

数自由度值。

 
2.2  扩展有限元实现的其他问题 
2.2.1 水平集法 

水平集法（level set method）是跟踪界面移动

的数值技术，其具体表达可参考文献[4]。由于裂隙

不像多相不混溶流体界面需要移动，裂隙是固定的，

即使裂隙发生扩展，其在当前状态下仍是固定的，

与时间无关。 
对于用于数值计算的裂隙，无论是什么形状，

都用线段或者多线段表示，在数据上按多线段端点

的顺序进行存储，规定裂隙的某段正方向为该线段

前进方向逆时针旋转 0°～180°，如果考察点在其

距离最近的裂隙段的正方向，那么该点即在线段的

正方向，即如图 2 所示的 a 点，反之，即 b 点所示。 

 

 
图 2  考察点的水平集函数 

Fig.2  The level set function of the inspection points 
 

以图 2 所示的裂隙 ABCD 为例，求 a 点的

Heaviside 函数值： 
（1）求出点 a 到裂隙 A、B、C 和 D 4 个端点的

距离，得出距离最小的为 C 点，那么距离 a 点最近

的裂隙段则可能是含有端点 C 的两个线段 BC 和

CD。 
（2）计算向量CD


的方向角 1 [ , ]    ，这一功

能可通过 FDLIBM 库中的 atan2 函数实现。而后，

求出向量 CB


的方向角 2 [ , ]    ，形成闭区间

1 2[ , ]  ，如果 2 1  ，则闭区间为 1 2[ , 2 ]    。 
（3）最后求向量Ca


的方向 [ , ]    ，如果 或

2  在区间内，则该点的Heaviside函数值为1，
否则为 1 。 
2.2.2 单元积分 

对于和裂隙相关的单元，其单元内的应力-应变

梯度较大，若采用原始的积分方案显然不能满足精

度要求。为了保证积分的精度，将采用如下的积分

方案[10]： 
（1）对于不含加强节点的单元和含有 Heaviside

函数加强点但没被裂隙穿过的单元仍然维持原有的

积分方案。 
（2）对于含有尖端函数加强节点，且没有裂隙

经过的单元采用 3×3 的高斯积分点进行积分。 

（3）对于裂隙加强单元，根据裂隙与单元交点、

裂隙端点和单元节点约束裂隙生成 Delaunay 三角

形。对于裂隙分割单元，每个三角形采用 3 个高斯

积分点，而尖端单元每个三角形则采用 7 个高斯积

分点。 

3  基于互补理论的接触问题实现 

3.1  扩展有限元的接触问题 
通常有限元中处理接触问题采用约束变分原

理，即拉格朗日乘子法或罚函数法，并进行开闭迭

代[9－11]。常规有限元中的接触问题，主从面上都会

有节点存在，而扩展有限元的裂隙面上并无节点，

文献[8]提出的大时间增量法求解扩展有限元接触

问题，依据裂隙段上的高斯点的力与位移关系进行

迭代。本文根据文献[8]，仍用裂隙段上高斯点力与

位移的关系来反映裂隙表面的接触关系。 
如图 3 所示的裂隙，将空间分成正（  ）负

（  ）两部分，其端点加上与单元交点将裂隙分

成多段。在每一段上取其二阶高斯积分点，无论是

用于分割单元的 Heaviside 跳跃函数抑或是尖端函

数，在裂隙面均是不连续。在裂隙段的高斯点上，

对于跳跃函数 1H  也可是 1H   ，而尖端局部坐

标系上  也可是  ，因此，裂隙上的高斯点

反映裂隙正负面两点的特征。 

 

 
图 3  用于接触问题的裂隙段上高斯点 

Fig.3  The Gauss points on crack segments for crack 
surface contact problem 

 
规定高斯点所在的正单位法向为 n。对于跳跃

自由度，当 1H  高斯点位移为 u ，而当 1H   该

高斯点位移为 u ；对高尖端自由度，若该点位置在

裂隙起点附近，那么， u 和 u 分别对应的 为 
和 ，而该点所在裂隙终点位置时，则相反。当 

( ) 0   u u n             （7） 

则可认为裂隙在该点处是张开的。若 

( ) 0   ≤u u n             （8） 

则裂隙为闭合的，那么，高斯点相对法向位移 nu 和

切向位移向量 su 为 


+

- 

u+ 

u-

n 

网格
交点
高斯点
裂隙 
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n ( )u    u u n            （9） 

s n( ) u   u u u n          （10） 

3.2  扩展有限元的接触问题互补方程的建立 
3.2.1 法向接触 

从物理角度来讲，裂隙的上下部分不能相互嵌

入，因此有 

n 0u ≥                （11） 

同时，裂隙面上的法向接触力 np 也不可能是拉

力，所以 

n 0p ≥               （12） 

此外，若裂隙发生接触，那么 n 0u  ，而裂隙

张开，则 n 0p  ，因此 

n n 0p u                （13） 

由此，扩展有限元的法向接触问题转化为由式

（11）～（13）表达的 2 个不等式和 1 个等式，可

用函数表达为 

n n n( , ) 0p Eu             （14） 

式中：E 是为了使 np 和 nEu 有相同的量级而引入的

一个具有弹性模量量纲的常数[11]。 
3.2.2 切向接触 

裂隙切向方程以裂隙上正高斯点为研究对象。 
裂隙的剪切强度符合 Mohr-Coulomb 强度准

则，最大切向应力为 

s nmax tanp c p         （15） 

式中： 和 c 分别为裂隙的内摩擦角和黏聚力。 
于是，裂隙上的切向应力 sp 满足 

s n tanp c ≤p           （16） 

即 
n stan 0p c   ≥p          （17） 

为了反映当裂隙张开时裂隙的切向应力为 0，
引入一个小的数 ，将式（17）改为 

n
n s

n

tan 0
pp c

p



 


≥p       （18） 

此外，切向应力 sp 和切向位移 su 方向相反，并

引入一个同法向接触中 E 相类似的G ，有 

s s 0G  ≥u p              （19） 

无论是裂隙张开抑或是闭合，切向为静摩擦或

是滑动摩擦，都会有 

n
s n s

n

tan 0
pp c

p



 

    
u p      （20） 

那么，与法向接触相类似，切向接触也可以通

过式（18）～（20）的 2 个不等式和 1 个等式表示，

可用函数表达为 

n
s s s n s

n

, tan 0
pGu p c

p
 


 
     

p p  （21） 

3.2.3 接触互补问题的求解 
互补问题的求解有转轴类算法、内点法、方程

组法以及投影类算法。其中，方程组法是互补问题

算法的一个热点，步骤简单，计算量小。文献[11]
采用方程法求解了非连续变形分析（DDA）接触问

题，并验证了方程组法中的 Fisher-Burmeister（FB）
函数[12]具有很好的鲁棒性。文献[13]亦采用该函数

求解无压渗透的互补问题。基于此，本文采用 FB
函数求解扩展有限元的接触互补问题，该函数为 

2 2
FB ( , )x y x y x y            （22） 

可见 FB 函数能够将法向和切向接触的 2 个不

等式和 1 个等式方程表示为只含 1 个等式问题。 
对于扩展有限元，最终离散建的方程组为 

0 KU Q             （23） 

式中：K 为总体刚度矩阵；U 为求解的位移自由度

向量，包括加强自由度；Q 为等效节点力向量。 
由于裂隙上高斯点的力表现为作用力与反作用

力，因此，该力对于常规自由度的等效节点力并无

贡献，而只对加强自由度中不连续的部分有贡献，

该自由度为分割单元的加强自由度 b和尖端单元的

第一加强自由度 1c ，因此，只需要计算这两类的自

由度的等效节点力即可。 
设裂隙高斯点上的接触力向量为 P ，转换矩阵

为 C，那么由接触力提供的等效节点力向量可写为 

c Q CP               （24） 

裂隙上高斯点的相对位移为 

c U DU              （25） 

式中：D为位移求解矩阵，该矩阵中已经考虑了向

量的旋转。 
于是，扩展有限元的接触问题即转换成非线性

方程组的求解，即 

 
FB

, 0
( , )
  

  
 

KU CP Q
H U P

U P
    （26） 

根据文献[14]，采用牛顿法求式（26），具体步

骤为： 
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（1）选定初值  0 0( , ) \ ,   0U P K Q ，给定精度

水平 和最大迭代步M ； 
（2）对于 0,1,k M  执行迭代； 
（3）令 

( , )( , )
( , )

k k
k k

k k  


H U PU P
H U P

      （27） 

式中： ( , )k kH U P 即为 Jacobian 矩阵，等于 

( , )k k     
 

K C
H U P

A B
         （28） 

该 Jacobian 矩阵中，对应U 的部分无需改变，而 A
和 B所对应的未知数 P 在每一步根据式（22）求解； 

（4）若 ( , ) ( , )k k k k  U P U P ，则停止迭代；

否则转至第（5）步； 
（5）计算 1 1( , ) ( , ) ( , )k k k k k k    U P U P U P ； 
（6）若 k M ，继续迭代；否则，输出迭代不

成功信息，停止计算。 

4  程序实现及算例分析 

4.1  程序实现 
为了详细说明采用互补理论实现扩展有限元的

接触问题，本文采用 Matlab 编程实现上述算法。具

体的程序实现流程如图 4 所示，该程序的特点是突

出接触问题的求解，没有考虑裂隙的扩展问题。 

 

 
图 4  程序流程图 

Fig.4  Program flowchart 

4.2  算例 1 
如图 5 所示的一平板，其下端固定，上段受到

  1 MPa 的压力，左边一边缘裂隙长为 a  3.5 m，

平板长 L  16 m，宽W  7 m。平板的弹性模量为

10 GPa，泊松比为 0.3。该算例不考虑摩擦力。 
 

       
(a) 模型                  (b) 网格 

图 5  算例 1 的模型与网格 
Fig.5  Model and mesh grid of the example 1 

 

图 6(a)、6(b)分别为有接触与无接触下该模型

的垂直位移变形网格云图，通过对比可以看出，当

无接触时网格发生相互嵌入，垂直位移在裂隙的上

下表面发生突变，而考虑接触以后，并未发生相互

嵌入，说明本文的接触模型是有效的。本算例采用

的牛顿法经过 6 次迭代，容差为 1.865 6e-12，说明

牛顿法解决扩展有限元的接触互补问题收敛速度

快。图 7 为裂隙上的正压力分布，该曲线已经根据

裂隙段的高斯点位置进行了 3 次埃尔米特插值，可

以看出，裂隙上法向应力均近似为 1 MPa，与实际

相符合。 

 

     
(a) 无接触                 (b) 有接触 

图 6  算例 1 的垂直位移云图(单位：mm) 
Fig.6  Vertical displacement nephogram  

of the example 1 (unit: mm) 
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图 7  算例 1 裂隙上的正压力分布 

Fig.7  Distribution of normal stress  
on crack surface of the example 1 

 
4.3  算例 2 

为了验证裂隙面上压力为非均匀的情况，本算

例考察平板上含有圆孔，如图 8(a)所示，平板的下

端固定，上端受到  1 MPa 的压力，中间有一圆

孔，其半径R  0.2 m，平板长 L  3.4 m，宽W  2 m，

圆孔的两侧有一对称的裂隙长为 a  0.5 m。平板的

材料参数与算例 1 相同，计算采用图 8(b)所示的对

称模型。 

 

      
(a) 模型                   (b) 网格 

图 8  算例 2 模型与网格 
Fig.8  Model and mesh grid of the example 2 

 
图 9(a)、9(b)分别为有接触与无接触下该模型

的垂直位移变形网格云图，本文的接触模型同样能

有效阻止网格嵌入。该算例采用的牛顿法经过 6 次

迭代即收敛，容差为 2.298 4e-12。图 10 为裂隙上的

正压力分布，同时对比了法向刚度（对应着罚函数

法的罚参数）分别为 1e11、5e11、1e12和 1e14的常规

有限元（CFEM）求解，可以看出，常规有限元求

解时其法向刚度越大，裂隙面上的压应力分布则越

与本文算法得出的结果相近，再次说明本文算法的

有效性，也说明了法向刚度对常规有限元求解接触

问题有着较大影响。 

      
(a) 无接触                 (b) 有接触 

图 9  算例 2 的垂直位移云图(单位：mm) 
Fig.9  Vertical displacement cloud map  

of the example 2 (unit: mm) 
 

 
图 10  算例 2 裂隙上的正压力分布 

Fig.10  Distribution of normal stress  
on crack surface of the example 2 

 
4.4  算例 3 

本例裂隙考虑摩擦作用。采用贯通裂隙，即无

尖端加强单元。采用算例 1 中的平板模型，裂隙与

水平方向夹角  45°，如图 11 所示，其余尺寸均

见算例 1。该裂隙的内摩擦角和黏聚力分别为 43°
和 50 kPa。 

 

        
(a) 模型                   (b) 网格 

图 11  算例 3 模型与网格 
Fig.11  Model and mesh grid of the example 3 
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图 12(a)、12(b)分别为有接触与无接触下该模

型的垂直位移变形网格云图，图 12(a)中由于无接触

计算的位移已经超过 10 个量级了，所以图中没给出

图例；采用接触模型以后，可见垂直位移具有连续

性。本算例采用的牛顿法经过 7 次迭代，容差为

1.886 4e-7。图 13 为裂隙上的剪应力分布，该曲线

已经根据裂隙段的高斯点位置进行了 3 次埃尔米特

插值，其计算的剪应力与 45°倾角的剪应力值几乎

相等，亦说明本文的接触摩擦模型也是有效的。 

 

    
(a) 无接触                (b) 有接触 

图 12  算例 3 的垂直位移云图(单位：mm) 
Fig.12  Vertical displacement cloud map  

of the example 3 (unit: mm) 
 

 
图 13  算例 3 裂隙上的剪应力分布 

Fig.13  Distribution of shear stress on crack surface  
of the example 3 

5  结  论 

本文基于互补理论，根据扩展有限元的接触特

征，构建了裂隙面上的位移与接触力的互补方程，

并采用牛顿法求解方程。形成如下结论： 
（1）扩展有限元在常规有限元的基础上引入加

强自由度，能够高效地解决裂隙等不连续问题。 
（2）裂隙面上的法向应力与法向位移、剪切应

力与剪切位移这两对关系均可由 2 个不等式和 1 个

等式表达。根据互补理论则可将该关系转成 1 个互

补方程。该互补方程能够将接触问题转化成函数求

解，抛开了人工参量引入以及开闭迭代。 

（3）含裂隙平板的 3 个数值试验表明，采用牛

顿法求解互补问题，只需 6～7 步迭代即可使容差达

到非常小的水平，收敛速度非常快。同时求解精度

也很高。 
（4）对比引入法向刚度的罚函数法，法向刚度

值越大，其结果越与本文的求解相接近。这一方面

说明本文方法的有效性，同时也说明罚数的取值对

结果有着较大的影响。 
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